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【論　　文】

流体力学における変分原理と乱流の平均場理論
──「渦のパラドックス」のその後 ── 

II　変分原理と乱流の平均場理論

高　　橋　　光　　一

第 I部 （高橋 2018） で，乱流の性質と流体力学における変分原理を概観した。本稿

第 II部では，新しい変分原理に基づく乱流理解について解説する。
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　 …物理学者は，流体力学を専門とする仲間に＜乱流モデル＞について尋ねるが，いつも苦笑い

と，いくつかの仮説的な式と，長々とした注意が返ってくるだけなのである（Davidson 2015）。

6.　非圧縮性 N-S 方程式の変分原理

第 5節で，ラグランジュ未定乗数法は正準理論を作る上で都合の良いものであることを確

認した。そこで，これを N-S方程式に応用することを考える。N-S方程式を拘束条件とし

て扱い，そのもとで例えばエネルギー散逸の最大値や最小値を数値的に見積もる方法を定式

化する試みは Kerswell （1999） によってなされていて，やはりラグランジュ未定乗数を凝集

性の補助場として導入している。

我々は，拡張性のある正準理論の構築を目的にラグランジュ未定乗数法を用いる。このと

き速度場を複素数にするのである。問題は，N-S方程式が非線形であるため，単純に補助場

を 3つ導入してラグランジュアンを書き下すと複素速度場で書いた有効ラグランジュアンが

複雑冗長になることである。これを避けるために，我々は Salmon （1988），Sogo （2017）， 

Takahashi （2017a） や Kerswell （1999） とは異なる手法を採用する。それは，速度場をGL（2,C） 

の要素として統合し，Actionを SU(2)～O(3) 不変の形に表す方法である （Takahashi 2017b）。

まず，速度場 uを複素数として 2行 2列の複素行列場

を導入する。同じ添え字変数が積の中に 2度現れたら和を意味することにする（アインシュ

タインの規約）。σσ はパウリ行列

σ1
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で次の交換関係を満たす :

� � � � � � �i j ijk k i j iji, , ,  = { }=2 2

ε ijkは ε ε123 213 1=− = なる完全反対称テンソル， u とσσ は空間回転についてベクトルであ

る。すなわち 3行 3列の SO(3)表現行列R θ , n( )があって

� � �u u u( ) ≡ ⋅ =−ui i� �� , det 2
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′ ′( )= ( ) ( )u r n u rR θ ,

′ = = ( )−�� �� ��U U� � �1 R , n  

U e SUi
�

�� , /n n( )= ∈ ( )− ⋅�� 2 2

のように変換する。n は回転軸の方向，θ は nのまわりの回転角である。したがって Φ u( )
は空間回転についてスカラーである。すなわち

′ ′( ) ′( ) = ( )−� � � �u u uU U� �
1

この Φとそのエルミット共役行列 † を使い，次のような ANS を構成する :

A L dt dtNS NS NS= ≡∫ ∫ L dr

( ) ( )
2 2† † † † † † †1 1 1 1 1Tr .

2 8 8 4 4 2 2
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ここで
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

⋅f f�� ���� p

�
ext

は複素圧力勾配と複素外力から作られる行列である。 † の変分に関し ANSが停留値をとる
べしという条件より直ちに

( ) ( )† † 2 †1 1 0
4 4

+ ⋅ + ⋅ + ⋅ - - =              F

を得る。左辺第 2, 3項を

( ) ( ) ( ) ( )† † † †1 1 1 1
4 4 4 4
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と変形して uを実数とすると

� i iu, �{ }= 2

より右辺を

− ⋅{ }+ { }⋅ ⋅1
4

1
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�� �� ��� � � � � ��� ��, , u

と表すことができる。これを用い，初めの Φの変分方程式に σ i を掛けてトレースをとり u
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と fを実数とすると N-S方程式

u u u fi i i i+ ⋅ = +u �� ��� 2

が得られる。ANSは標準的な（運動エネルギー）－（ポテンシャルエネルギー）という形を取

らず，uと fを実数とした極限で（表面積分を無視すれば）0になる。これは uの虚部がラ

グランジュ未定乗数の役割を果たしているからで，このような Actionを pseudoaction （擬

Action, PA） と呼ぶことにする。前節で考えた，熱伝導の Actionも pseudoaction である7。

質量の保存は流体の性質にかかわらず成り立つ。流れに関係する保存量はあるだろうか。

N-S方程式より，外力 fextが無いとき，流れの非保存

j s0 + ⋅ =−∇∇ j

が成り立つ。ここで

j

p

0
2

2 2

2

2 2

=

= − +

�

� ��

u

j u u u u��

s ui j= ( ) ≡ ∂( )�� ����u
2 2

境界での表面積分を落とすことができるなら，運動エネルギーはエネルギー散逸率 s に相当

する分だけ減少し続けるのである。

境界面上の積分が 0にならない場合は，散逸分を補うエネルギー供給が可能である。この

ことを図 6に描いた軸対称の円管流で見てみよう。軸方向を z-軸に，断面の中心から外側

に向かって r-軸を取る。流速は円管の側面 r=Rで 0とする （滑り無しの条件 no-slip condi-

tion8）。上の流れの非保存の式を円管内の z=0から z=Lの体積にわたって積分すると 

d
dt

K p p u rdr Ez

R

− −( ) =−∫2 1 2
0

π S

Kは体積内の全運動エネルギー，p1と p2は r=0と Lでの圧力，ESは体積内のエネルギー散

  7 散逸系の pseudoactionを最初に考えたのは Bateman （1931） であろう。Batemanは，線形減衰調和振
動子の方程式を変分原理から導くために，振動が増大するもう一つの振動子を導入して PAを書き下
した。増大する振動子の変数がラグランジュ未定定数の役割を担っている。このモデルはその後の
減衰調和振動子を多方面から研究するきっかけを与えた。詳しくは，例えば Dekker （1981） を参照さ
れたい。

  8 流速が壁上で本当に 0になるかは実験で確かめなければならない事である。壁に向かって速度が減少
する様子から，それを単純に外挿して速度が 0になる位置を決めることができる。その壁面からの
距離を滑り長という。実験によれば，滑り長は乱流を構成する渦のうち最小のものよりもさらに小
さい （Lauga et al. 2007） ので，応用上は滑り無し条件は妥当であると考えられている。
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逸率である。定常流 dK / dt=0の場合，負の圧力勾配がエネルギー散逸と釣り合っている。

散逸したエネルギーの一部は熱となって流体を暖める（Bershader 1995，Rott 1959, 高橋 

2015b）。次節で示すように，このような状況下でも保存量があることが LNSの形から分かる

のである。

7.　N-S 方程式と保存量

前節で，変分原理を適用できる PA が存在することが分かったので，正準理論の手続きに

従って保存量を同定できる。その中で最も重要なのはハミルトニアンである。（ここではエ

ネルギーではないので擬ハミルトニアン pseudoHamiltonian というべきであるが，簡単のた

めハミルトニアンと呼ぶ。PAから正準的に導かれた Hamiltonianにも ‘pseudo’を付けないの

が習慣になっている。）PAは時間並進について不変であり，Φの正準共役運動量は

( ) †/ 2 Ti  であることから，不変量であるハミルトニアンは Legendre変換によって

( ) ( )( )

( ) ( )

†
NS NS

2 2† † † † † †

/ 2 Tr

1 1Tr
2 4 4 2 2

i L d

i d  

=

æ ö÷ç=- ⋅ - ⋅ + - - + ÷ç ÷çè ø

ò

ò

r

r     

H   

         F F

となる。任意の F = ⋅f σσ について HNSは不変量なので fに微少の時間に依らない虚部 f ′を

持たせてみる。すなわち

�F= ′⋅ = + ×( )⋅i i kf �� ���� �� h

最後の項はヘルムホルツの定理によって ¢f をスカラーの勾配とベクトルの回転で表したも

図 6.　円管内の流れ
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のである。 ¢f によって uに生じる虚部を u′として

��=− ′⋅u ��
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であるが，第 3, 4項は運動方程式から 0である。したがって

( )( )

† †
NS

1 1 1 1Tr
2 2 2 2

2

H d

k d

      æ ö÷ç ¢ ¢=- ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ + + ÷ç ÷çè ø

¢ ¢= - ⋅ + ⋅ - ⋅ + ´

ò

ò

u u u u r

u u u u u h r 

 

 

 F F

が運動の恒量となる。表面積分を落とすことができるとすれば，これは

�H dNS = − ⋅ ′+ ′⋅ − × ⋅( )∫ u u u u u h r  2��

となる。uを z依存性のない 2次元流とし，また

h= ( )( )0 0, ,ζ z ， ζ z( )→ 定数

の極限をとれば ′→f 0 であるから ′→u 0 のはずで，任意の有限な hに対し δ HNS が時間

に依存しないことから

d
dt

dxdy d
dt

d∇∇ × = ⋅ =∫ ∫u u l 0

を得る。すなわち境界面上または無限遠での 2次元流の循環は，発散しなければ運動の定数

である。

ラグランジュアン密度 LNSには他にも不変性がある。例えば，fが回転についてベクトル

のように振る舞う場合－このとき Fはスカラー－の空間回転不変性である。これに伴う不

変量－擬角運動量－を構成できるが，速度場を実数にするとこれは 0になる。擬運動量につ

いても同様である。

8.　スカラー行列場の導入

前節までの議論で，N-S方程式の PAを複素行列場 Φ u( )を用いて簡明な形に表すことが

できることを知った。N-S方程式では，流体内部の相互作用は変形応力 shear stressによる
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粘性項で与えられるが，これを不変性を維持しながら一般的なものに拡張することは形式的

には容易である。例えば，Φをスカラー場として， † , ∇∇ , σσ の組み合わせでこれらについ

て高次のスカラーを作るのが最も手っ取り早い方法であろう。この他，ベクトル場やテンソ

ル場への拡張も考えられる。ここでは第 1の方法について検討する。

このとき，次の二つの理由によりΦ に回転のもとでの 1成分スカラー場を含めたい。まず，

3次の相互作用 Φ3をとると，これは Φと Φ2との結合を通して，トレース 0の場 Φがトレー

スがある場Φ2と相互作用する形になっている。別の言い方をすると，Φ は GL C2,( ) のトレー
ス 0の要素であるが積について閉じていない。これは一般性を欠くだろう。そこで 1成分ス

カラー場を Φに加えることにする。次に，導入されたスカラー場が，本論文の冒頭で述べた，

力学的自由度としての粘性場の性質を持ちうるかを調べたい。

Φを次のように拡張してみよう :

� � � � � �u u u� � �( ) + ⋅ −�� , det 2

ϕ が複素スカラー場である。これにより一般に TrΦ ¹ 0 となり，上記の第一の難点を取り

除くことができる。この Φを LNSの Φに代入して変分原理を適用すると





u u u u uR i R i R R R i R i R i I i I I i I

R R

u u f u, , , , ,+ ∂ + ⋅ = + − ⋅∂ + ⋅
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� � �

� �

�� �� ��

��

2

uu

u u u

R R

I i R i I R I i I i I i I i R Iu u u f u
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+ ∂ + ⋅ =− + + ⋅∂ −

� �
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�� ��
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2 , , , , ,ii R

I R I R I I

��

�� �� ��

⋅

+ ⋅ + ⋅ =−

u

u u� � � � �2

なる運動方程式を得る。ここで添え字の Rと Iはそれぞれ実部と虚部を表す。さらに，fの

虚部が 0のときϕ , uの虚部 = 0は運動方程式の解であることと非圧縮性を考慮すると





u u u fi i i i i+ ⋅ = − ∂ +

+ ⋅ =

u

u

�� ��

�� ��

� �

� � � �

2 2

2

1
2

という運動方程式を得る。1番目の式は運動量方程式で右辺第 2項を除くと N-S方程式に一

致する。2番目の式は輸送方程式－または拡散方程式－である。その拡散係数は流体の動粘

性係数－エネルギー散逸係数－に等しく，したがってプラントル数は 1である。これは，流

れの変形応力によるエネルギー散逸がすべてϕ で表される何者かの拡散によって実現して

いるであろうことを意味する。（ϕが何を表すかは後で明らかになる。）
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上の 1番目の式の右辺第 2項は移流項の存在に伴って現れたもので，エネルギー散逸とは

無関係である。この項が負の符号を持つということは，ϕ2の勾配が流れに対して抵抗とし

て作用するということである。流れがϕ の強度を増す際に仕事をして，いわばその反作用

をϕから受けるのである9。ただし，このような作用反作用項の出現は Φの表現に依存する。

Φとして例えば � � �u �( ) i�+ ⋅u �� , det� � � �� -u 2 という表現をとりϕの実部が物理的に

意味のあるものとし虚部を 0にすると uの式に −∂ iϕ 2 2/ の項は現れない。しかし，このと

きはϕは凝集性の場となり好ましくない。我々は det� � �� -u 2の表現を採用する。

ϕにどのような意味を与えるかは，モデルの内容を決めるうえで重要である。プラントル

数が 1であることから，エネルギー散逸の実態をそのまま反映するもの－渦運動－と解釈す

るのが妥当であろう。次節ではこの方向でのモデル構築を試みる。

9.　相互作用の導入と動力学的有効粘性モデル

9.1.　最小相互作用の DEVM （MDEVM）

Φのトレース成分ϕはエネルギー散逸を担う可能性があることが分かった。同様な役割を

担う場を導入して乱流を記述するモデルとして，第 2節でとりあげた渦粘性モデルがある。

そこでここでは，ϕが知られている渦粘性モデルと似たしかたで流れと相互作用するモデル

を我々の PAの方法で構成してみたい （Takahashi 2017b）。

最も簡単な相互作用モデルは，Φと Φ†の 2次と 3次の項を含み微分は 2階までを含むも

のである。加えて，モデルは次の条件を満たすものとする。

1.　PA は実数である。

2.　PAは † ,    のみで構成される。 

3.　PA は並進，回転，ガリレイ変換のもとで不変である。

4.　ϕは速度勾配を通して流れと相互作用する。

5.　運動方程式の各項は，物理量が実数のとき全て実数である。

　3のガリレイ変換について説明しておく。ガリレイ変換とは一定速度で動く座標系への変

換で，流体の速度を uとすると

′ = ′ = + ′= +t t t, ,r r c u u c

  9 流体と共に流れる砂を想像するとこの事情を理解できる。濃度が小さいときは流体は自由に流れる
が，下流で濃度が上がる（＝濃度勾配が正）とそこでは砂の抵抗を受けるだろう。 ϕ はそのような
濃度に相当するものを表すのであろう。
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で定義される。cは実数の定数ベクトルである。ダッシュのついた座標系に移ってもニュー

トン力学の運動法則は不変でなければならない。N-S方程式では，ラグランジュ微分は

∂
∂
+ ⋅ = ∂ ′

∂

∂ ′−( )
∂ ′

+ ∂ ′
∂

∂ ′−( )
∂ ′

+ ′−( )⋅ ′

= ∂ ′
∂ ′

u u u
u r u c

r
u c u

u

t
t
t t t

∇∇ ∇∇
c

tt

t

+ ∂ ′
∂ ′
+ ′−( )⋅ ′ ′

= ∂ ′
∂ ′
+ ′⋅ ′ ′

c u
r

u c u

u u u

∇∇

∇∇

となり，確かに不変である。粘性項は，cが定数なので明らかに不変である。

これらを念頭に置くと，ラグランジュアンの項として次のものが候補に挙がる。

・ † † † †
Ld

1 1L Tr
2 4 4

i i i i
i  æ ö÷ç= + ¶ - ¶ ÷ç ÷çè ø

       

・ ( ) ( )( )2 2†0
disL Tr

4
ic= -  

・ ( ) ( )( )2 2†2
kinL Tr Tr

8
ic = -  

・ ( ) ( )( )†1 1
pot 2 2L Tr Tri V V = - + 

・ ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2(3) † † † †3 3L Tr Tr Tr Tr Tr Tr Tr Tr
8 16
ic ic= - + - - +   

 
       

・ ( )† †
fL Tr

2
i= - + F F

LLdと Ldisはラグランジュ微分と散逸項， Lkin
ϕ と Lpot

ϕ はϕの運動量項とポテンシャル項，L（3）

は 3次の相互作用項，Lfは圧力勾配項と外力項の和である。�2 2 2 2= + + ⋅( )� �u u �� など Φ

や Φ† が直接隣接する項がないのはガリレイ変換不変性の要請からである。他に

( )( ) ( )( )† †Tr Tr- 
 

   

が考えられそうであるが，これも ���( ) ⋅
2
u �� − h.c. という速度そのものが現れる項を含みガ

リレイ変換不変性を破るので除外される。なお，上記の項はすべて変換 Φ Φ→ −U U 1, 

F F→ −U U 1, U Î SU O2 3( ) ( )~ のもとで，すなわち回転に対して不変である。

変分原理による運動方程式は，虚部を 0として
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u u c u c u fi i i i i i+ ⋅ = + ⋅( )− ∂ +u �� �� �� ��0
2

3
21

2
� �

� � � �+ ⋅ = +( ) − ( ) − ′( )u u�� �� ��c c c V0 2
2 3 2

2

となる。 c c0 3+ ϕ は N-S方程式における動粘性係数に対応する有効粘性係数である。これ

は渦粘性モデルにおける渦粘性（に定数を加えたもの）とよく似た現れ方をしていることが

分かる。ϕに実質的な渦粘性という意味を与えることができそうである。ただし，上記のモ

デルでは，レイノルズ応力を記述できないので，レイノルズ応力と速度勾配の関係を論ずる

ことができない。従って，乱流理論で扱われる渦粘性を導くことができない。この意味では，

ϕが渦粘性と同じものかどうかは今の段階では判断できない。

この力学系では，ϕが∇∇ u に作用したことによる∇∇ u からϕへの反作用が取り込まれてい

ることに注意せよ。その結果，c3が非ゼロである限り，ϕが定数となるのは∇∇ u が定数のと

きのみとなる。したがって，N-S方程式とは連続的につながらない。第 8節のモデルが N-S

方程式に連続的につながるのはϕの∇∇ u への直接的な作用が無かったからである。

′( )V ϕ を決めなければならない。そのために，元々の N-S方程式が 時空反転 r r→− , 

t t→− , u u® , f f→− 及び動粘性係数の符号反転ν ν→− のもとで不変であることを思い

出そう。また，定常状態を表す方程式では，時間反転 r r® , u u→− , f f® と動粘性反

転 ν ν→− のもとでも不変である （Takahashi 2014b, 2015）。この動粘性反転不変性は，今の

我々のモデルでは ′( )V ϕ がϕの偶関数であることを意味する。 また，速度勾配が無いとき

はϕはいたるところ非ゼロの定数となるはずなので， ′( )=V ϕ 0 は � �= =0 定数という解を

持たなければならない。我々は，dVを定数として最も簡単な

′( )= −( )V dV� � �0
2 2

を採用する。

上記の速度場の方程式の右辺にある散逸項のうち第 1項は N-S方程式型，第 2項は渦粘

性モデル型である。我々は，乱流においてϕが空間的にどのように変動するか，言い換える

と渦粘性の場としての振る舞いに興味があるので，とりあえずは第 1項を c0=0として落と

しておく。基本モデルは単純なほど良いからである。

以上で，速度勾配と相互作用する最も単純な有効粘性場の力学系を構成することができた。

変分原理により導かれたので，その閉じた方程式系は力学的に辻褄が合っている。この力学

系を（最小）動力学的有効粘性モデル－（Minimal） Dynamical Effective-Viscosity Model， （M）

DEVM －と呼ぶことにする。MDEVMは，このモデルの速度場が乱流の平均速度を表すと
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考えられるので平均場モデルである。方程式を整理して次のように書き直しておく :

MDEVM : 　





u u u fi i i i i+ ⋅ = ⋅( )− ∂ +

+ ⋅ = − ( ) +

u

u u

�� �� ��

�� �� ��

� � � �

� � � � �
�

0
0
2

2

0
2 0

0
2

2

2

2
�� �1 2

2
1−( )

ここで � � � � �0 3 0 0 2 1 02º º ºc c cV, , とした。 ν 0 は有効粘性係数であって分子粘性を表すもの

ではないことに注意。� � �= / 0は無次元である。 λ1 0> であれば，流れが無いとき φ 2 1=

は安定点である。すなわち，速度勾配が十分小さく∇∇ u の項は無視でき，かつ � �= +1 が

空間の全領域で十分 1に近いとして 2番目の式で右辺第 3項を -� �1 に等しいとすると，こ

の式はパッシブスカラーの輸送方程式

� � � � � �+ ⋅ = −u �� ��0 2
1

になって， λ1が正であれば長波長モードで| |ε は時間と共に減衰することが容易に予想でき

る。短波長モードで安定から不安定への転移が起きることが予想されるが，ここでは議論し
ない。

MDEVMに似た渦粘性モデルとして Spalart & Allmaras の 1方程式渦粘性モデル （Spalart 

and Allmaras 1992） がある。これは平均場の運動量方程式とブシネスク条件

u u u u u u p fi j j i j j i i
i

i+ ∂ =−∂ + − ∂ +� � �
�

�� 2

R u u u uij i j t i j j i= =− ∂ +∂( )� � �

に例えば次のような渦粘性の輸送方程式を付け加える :

� �
�

� �
�

� � �
t t t t

b
t b t w w

tc c S c f
d

+ ⋅ = ⋅( )+ ( ) + −





u �� �� �� ��1 2 2

1

2

Sは典型的な速度勾配を表す量で， S Rij~ 2 のようにとる。d は壁までの距離である。ν t

とレイノルズ応力が対応していると見なすと，これは定常乱流ではレイノルズ応力の生成 

（右辺第 2, 3項） が小さな空間スケールでの消滅と釣り合っていることを表している。運動

量方程式では有効粘性ν νt + がMDEVMの φ に，輸送方程式では，Sを定数とみなす（こ

れは壁近傍では正しい） と，ポテンシャル項 c Sb t1 ν − ( )c f dw w tν /
2
 が MDEVM での

� �1 1 22−( ) / に対応することが分かる。

渦粘性の拡散項もほぼ似た構造をしているが，拡散項に微妙な違いがある。Spalart - All-
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marasモデルでは �� 2 0� t < （拡散の条件）であっても勾配| |��� t が十分大きければ拡散せず

凝集することがあるのが特徴的である。
二つのモデル間の大きな違いは，Spalart - Allmarasモデルでは fwという調整関数－いわゆ

る減衰関数と似た方法－を導入していることである。fwは対数領域で 1前後の値をとり，壁

近くで増加し壁から離れると 0に近づくように選ぶ （Spalart and Allmaras 1992）。このモデ

ル構成により，輸送方程式が空間座標に明示的に依存することになる。このようなモデルの

構成法は，実験をよく再現する渦粘性モデルにおいてしばしば採用され工学的に重宝するも

のであるが，既に述べた動力学的な観点からは魅力的でない。

もう一つの注意すべき違いは，Spalart - Allmarasモデルでは輸送方程式に対称テンソル

∂ +∂i j j iu u だけが現れるのに対し，MDEVMには反対称テンソル ∂ −∂i j j iu u も現れるとい

うことである。実際，MDEVMの輸送方程式右辺第 2項は

− ( ) =− ∂ +∂( ) + ∂ −∂( )





�
�

�
�

0

0
2

2 0

0
2

2 2

2 8
��u i j j i i j j iu u u u

と変形できて，対称テンソルと反対称テンソル = 渦度が対等に寄与していることが分かる。

レイノルズ応力の生成消滅において渦度の寄与も重要であることについては，既に多くの研

究がある （Pope 1975 ; Speziale et al. 1991 ; Speziale 1991 ; Speziale 1996 ; Shih 1996 ; Weath-

eritt and Sandberg 2016）。

9.2.　MDEVMにおける平行板乱流

我々の MDEVM を平行板乱流に適用してみる。y-方向に間隔 2dだけ離して平行に 2枚の

平板を置き，その間を x-方向に流体を流す （図 7）。レイノルズ数が十分大きいと，平行板

の壁面で流れの層が剥離して大小の渦をつくり，層流から乱流に移行する。

乱流状態で観測されるのは各種の平均量で，理論・応用上最も重要なのは平均流速とレイ

ノルズ応力である。MDEVM では，u= ( )( )u yx , ,0 0 は平均流速， ϕ ϕ= ( )y は渦粘性に対応

する－渦粘性モデルにおける渦粘性そのものではない－と仮定して，以下で我々のモデルか

図 7.　平行板間の流れ
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らの帰結を調べる。 ξ0 は速度の次元を有することに注意して変数を無次元化すると，方程

式は次のように書き換えられる :

( )

( ) ( )

0
2

0 0 1

2 2 0

0

Reˆ 0,
Fr

1ˆ 1 0, Pr
2 2

x
x

x

fu

u

  
  

   


¢¢ + = º =

¢¢ ¢- + - = º =



0ˆ /x xu u º

f p
x

x≡− ∂
ρ

ダッシュは次のように定義される無次元座標 ŷ に関する微分を表す。

cˆ /y yº  ,  c =( )λ λ0 1
1 2

/
/

Re /º  c� �0 0は ξ0 が系の典型的速度値を表すと仮定したときのレイノルズ数， Fr º  

ξ0
2

1 2
/

/� �fx c( )( )  はフルード数，β º Prはプラントル数である。

注意を一つ。上の式は，速度関数を ˆ ˆ/x xu u  のように再定義すると

( )

( ) ( )
2 2 2

ˆ 1 0,

1ˆ 1 0,
2 2

x

x

u

u



  

¢¢ + =

¢¢ ¢- + - =

となり，実質的にパラメータは一つだけとすることができる。この第 2の表現から分かるよ

うに，解を表すスケール関数の形は � �2 だけで決まる。しかし， β がプラントル数という

重要な意味を持つことを考慮して，ここでは α と β を切り離した第 1の表現の方程式を扱

うことにする。

パラメータはα の他にプラントル数 β がある。φ が渦自由度の励起を表すとすると， λ0

は渦の拡散による φ の減衰の程度を決める。 ν 0 は流れのエネルギー散逸の割合を決める。
エネルギー散逸は，渦形成と拡散，熱や音波の生成によって起きる。プラントル数は，この

エネルギー散逸の割合のφ の拡散の割合に対する比である。

α が定数のとき 1番目の式を 1回積分して

1 ˆˆx
C yu 


-¢ =
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を得る。C1は積分定数である。流れの対称性から，

1
ˆC d=

でなければならない。

φ が壁上で 0とすると ˆxu は壁上で発散し現実的でない。したがって

φ φ0 0 0≡ ( )≠

でなければならない。

α を定数としたときにこの系の解を数値的に求めるのは簡単である。1以下の β に対し，

φ を図 8に， ˆxu を図 9に示す。 φ は壁付近で最小値を取り，流れの中央に向かって単調に

増加する。絶対値はプラントル数 β と共に増える。全体的に正弦関数的振る舞いを見せる。

横軸に対数目盛を用いている図 9では，粘性底層と対数領域の間でグラフの折れ曲がりが起

きる。この曲がりの曲率は， β が小さいほど大きくなる傾向がある。 β ®1 で急激にモデ

ルフィッティングがうまくいき， β »1で実験をよく再現する。

実験を最も良く再現する β =1 の場合のモデルデータを表 1に与える。

ˆxu は，壁に近いところでは ẑについて線形に増加し，流れ中央の手前では対数的に増える。

前者の領域が粘性底層，後者がいわゆる対数領域である。粘性底層では流速は

図 8.　 φ の y d/ 依存性。 z= 0 が一つの平行板の位置， y=1 が平板の中間点。
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( ) 1
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ/xu u l y u y = =

のように表される。 uτ は壁摩擦速度， lτ は壁摩擦長である。実験によれば，Re = 30000, 

66000に対し ˆˆ /u l  = 45, 80である （Laufer 1951）。

対数領域は，φ が線形的に増加する領域と重なるが，これは上記の ˆxu の方程式から定性

的には容易に理解できる。より定量的には次のように考えればよい。いわゆる ‘対数領域’で

のφ の関数形を

( )( )ˆ ˆ~ A y B C y + - , ( )2ˆ ˆ1 /Ad O C d= =

と 2次関数で近似する。 φ 0( ) は 1に比べ非常に小さいので，Bも同様に小さい。すると，

( )ˆˆ ˆ 0xu y d¢ = = として

( ) ( )
ˆ ˆ

ˆ ˆ ~
ˆ ˆx
d B C du y
y B C yA B C

 æ ö+ - ÷ç¢ ÷-ç ÷ç ÷ç + -+ è ø

図 9.　平行板間の流速分布。□ は Re = 12000 ～ 40000。

表 1.　平行平板流の解のデータ : β = 1としている。

α φ 0( ) ′( )φ 0 ( )ˆ 0u ( )ˆ 0u¢ maxû d̂ û l̂

0.01 0.001 −0.45 0 20 0.32 1.7 0.01 4.3・10-1
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これを積分して

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ~ ln lnxu y d B y B d C C y
A B C

 + + - - -
+

よって，Bが問題にしている ŷ に比べ十分小さければよく知られた対数的振る舞いが ˆxu に

現れる。このときのカルマン定数は ˆ ˆ/xu u を

ˆ 1 ˆln
ˆ
xu y C
u 

¢= +

で表したときのκ

ˆ
ˆ

ACu
d



»

で与えられる。ここで uτ は壁摩擦速度 u u yx y� �= ∂ ∂( )=0 0

1 2
/

/
であるが，運動方程式より定

まる∂ ∂
=

u yx y
/

0
を用い，さらにφ 0 1( ) , β »1として

( )( )1/41/2ˆ Re 1 2 0u - ¢¢» +

である。また壁摩擦長 lτ は，速度が uτ になる壁からの距離で

( )( ) 1/41/2ˆ Re 1 2 0l 
-- ¢¢» +

で与えられる。

uτ に対する uxの比は

( )( )
3/2 1/4

2

ˆRe ˆ1 2 0 ln
Fr

xu d y
u AC


-

¢¢» + ,

で与えられる。ここでレイノルズ数とフルード数を使ったα の定義

� �
� � �

≡ =0

0 0 1
2

fx Re
Fr

を用いている。 フローデ数は

Fr

c

c
≡ =

( )� � �

�
0 1 2 0 0

2

0
� �

�
�f fx x

Re
//
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のように書ける。カルマン定数κ は速度分布式の ln zの係数の逆数のことなので

( )( )

( )( )

2 1/4

3/2

1/4 1/2 W

Fr 1 2 0ˆRe

1 2 0 Reˆ

AC
d

AC
Wd

 

 -

¢¢» +

¢¢= +

ここで � � � �W = ( )0
2

u l/ は壁近傍でのエネルギー散逸率，W = fxϕ0は全エネルギー供給率の

目安である。我々のモデルでは κ » 0 36. である。図 9のデータは Laufer （1951），Wei & 

Willmarth （1989） によるものであるが， κ » 0 37. であることを示している。Zanoun et al. 

（2004），Dean （1978） も同様の結果を得ている。（Zanoun et al. （2004） によれば κ »1 / e。） 図

8は同時に， κ が境界条件その他流れの状況によって微妙に変化することを示している。

κ = O 1( )は 

( )( )( )1/4 1/2W ˆ1 2 0 ReO d
W
 

-
¢¢= +

ということである。壁近傍のエネルギー散逸はたかだかエネルギー供給率の程度だから

′′( )φ 0 1 ならば

( )1/2 ˆRe 1d O=

でなければならない。

カルマン定数の値は多くの実験で似たような値が報告され，カルマン普遍定数とも呼ばれ

る。この ‘普遍性’を ‘証明’する試みがあるが成功しているとはいえないようである （Frewer 

et al. 2014）。実際，対数関数が正しいとしても，乱流の種類でこの値は異なるとするのが妥

当でありうるし，現象論的には対数関数以外の関数も可能である（Barenblatt 1993 ; George 

2007 ; Marusic et al. 2010）。我々の観点からは，平均速度の関数形は採用するφ の近似形に

依存するのであって，もしもべき関数を採用すれば速度分布としてべき乗の振る舞いが得ら

れる。いわゆる ‘対数領域’の関数形として何が正しいかという問題は物理学的には重要なも

のではない。

流れのエネルギー散逸はどのように起きているのかは，基本的にも応用上も非常に重要な

問題である。レイノルズ数が小さいときは，層流を保ったまま運動量だけを交換するのは可

能である。散逸の原因としては他に熱の伝導拡散があるが，圧縮膨張が無いときは一般に温

度変動が小さいのでこれは考えなくてよい。
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今の場合，プラントル数 β が 1に近く，エネルギー散逸が主にφ の－すなわち渦による

－拡散によって起きていることを暗示している。渦によるエネルギー拡散は，大きな渦が小

さな渦へ，小さな渦はより小さな渦への変化という，渦の生成と消滅に伴って起きる。各段

階の変化を引き起こす物理的原因は本質的に変わらないとすると，エネルギーの伝達につい

てのスケーリング仮説が成り立つ。コルモゴロフ理論 （Kolmogorov 1991, 1961） は，この仮

説に基づいて伝達されるエネルギーの普遍的なスケール依存性を示し，実験的に確認されて

いる。

uzの符号は異なるがωω の方向が同じ渦管が生まれては散逸消滅するだろう。uzの符号が

同じものが近くにあれば合体し渦管は成長する。たまたま成長できた渦管があれば，同じメ

カニズムでその近くに小さな渦管が生まれるだろう。こうして，大きな渦管から小さな渦管

へとエネルギーが移動していく。これが，渦の拡散がエネルギーの散逸の直接的原因となり，

プラントル数が 1に近い値をとるということの意味である。

9.3.　円管乱流

円管内の流れにMDEVMを適用してみる。半径 Rの円管の中心軸を z軸とし，軸から半

径外向きを r方向とする極座標を採用する。uzと φ が rのみの関数として定常流の方程式を

書き直すと

( )

( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ

2 2
ˆ ˆ ˆ

1 ˆ ˆ ˆ 0
ˆ

1 1ˆ ˆ 1 0
ˆ 2 2

r r z r r z

r r r z

r u u
r

r u
r

  

 

¶ ¶ +¶ ¶ + =

¶ ¶ - ¶ + - =

となる。（円筒座標系での一般的な式は付録 Bに与えておいた。） 無次元量は前と同様に定義

している。 β =1 として，さまざまなα と φ φ0 0= ( ) の値について解を求めた結果を図 10

に示す。 φ0 を 1に近い値から順次小さい値に選び，それぞれについてできるだけ Laufer 

（1953） の実験 （Ferro 2012も参照のこと） に近い分布を再現するようにα を決めた。

　 β =1 の場合の円管流のモデルデータを表 2に与える。

φ は z軸上で 1に近く，壁に近づくに従って急に減少する。解のかたち，特に軸方向の速

度分布は φ0 に敏感に依存する。図 10では φ0 0 974= . の場合が，カルマン定数を κ » 0 39. と

してほぼ完璧に平均流の実験結果を再現する。モデルの単純さを考えるとこれは驚くべき事

である。
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9.4.　有効粘性と渦粘性

MDEVM の ϕ は，渦粘性モデルの渦粘性に対応する量である。しかし，あいにく

MDEVMはレイノルズ応力を含まないので，それとϕ との関係をこのモデルの中で求める

ことはできない。したがってϕ を渦粘性と考えてよいかはこのモデルの中では判断できな

い。しかし，渦粘性モデルで用いられるレイノルズ方程式と比べることで，なんらかの推測

をすることはできる。このことを平行板乱流で見てみよう。レイノルズ方程式は次のような

ものであった （第 2節参照）:

u u u u u u+ ⋅ =− ⋅ + − +�� �� �� ��� � �
�

2 p f

ν は分子粘性である。今は左辺はゼロ。よって �� ��×�u 0 を使うと

−∂ + − ∂ + =j ij i
i

iR u p f�
�

�� 2 0 , R u uij i j=δ δ

となる。流れは x方向にあり，平均については y依存性だけを考えればよいとすると

−∂ + − ∂ + =y xy x
x

xR u p f�
�

�� 2 0

図 10.　円管流の渦粘性と流速分布。 r R r l+ ≡ −( ) / τ 。□ は Re = 50000。

表 2.　円管流の解のデータ : β =1

α φ 0( ) ′( )φ 0 ( )ˆ 0u ( )ˆ 0u¢ maxû d̂ û l̂

0.008 0.97 0 0.37 0 0.37 5.7 0.013 6.7・10-1
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を得る。この式に  c
2

0ξ を掛け， y  c についての微分を′で表し， u uxº ξ0 とおくと

− ′ + ′′+ = c

�
� � �

0
0 0R uxy ,    �

� � �
≡ − +









 c
2

0 0

1 dp
dx

fx 　　 : レイノルズ方程式

となる。 c =( )λ λ0 1
1 2

/
/ である。他方，MDEVMの運動方程式は

� �′( )′ + =u 0 　　 : MDEVM方程式

であった。この 2つの式からα を消去すると 

− ′ = −( ) ′′+ ′ ′ = c

�
� � � � �

0
0 0 0R u uxy                          

となるが，これは容易に積分できて

 − = −






 ( )R d
dy

uxy � � �
�

�0
0

0  （9.4.1）

となる。境界条件は流れの中央で Rxy = 0 である。ν ν0  のとき，この方程式はブシネスク

仮説と同じ形になり， � �0 がまさに渦粘性そのものであることがわかる。この結論は，

MDEVMのu がレイノルズ方程式の u と同じであるという仮定に基づいていることに注意

せよ。

レイノルズ方程式とMDEVM方程式を辺々引き算すると

− ′ + −( ) ′′− ′ ′+ −






 =

 c

��
� � �

�
�

0

01 1 0R u uxy

を得る。1回積分して

 − =− −( ) ′+
−( )

−






R u

d y
d

xy
�� �

� � � �0 0 0

2
1 1

 c c

 （9.4.2）

ここで y=dは 2つの平行板の中間点である。前と同様，条件 R y dxy =( )= 0 を課した。右

辺第 1項はν に比例し従って y=d 近辺で第 2項に比べ非常に小さいであろう。こうして

y=dの近くで

- -R y dxy ~ /1

となることがわかる。また，（9.4.1）との比較から， uは y=d近辺で yの 2次関数であろう

と推測できる。これらは実験的に知られている事実と矛盾しない （Kim et al. 1987 ; Pope 

2000）。
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以上のことより，我々のMDEVMは最小動力学的渦粘性モデル minimal dynamical eddy 

viscosity modelと呼ぶことも許されるであろう。

9.5.　圧縮性流体への拡張と天体円盤

これまで，∇∇ ⋅ =u 0を満たす非圧縮性の流体，すなわち液体を考えてきた。乱雑運動によ

る分子粘性は圧縮性の気体にも存在するから，適当な拡張によって N-S方程式は気体にも

適用できるはずである。また，気体の乱流は地上や宇宙の自然現象のみならず工学的現象－

エンジン内部や飛行体周辺－にも普通に観察され，かつしばしば圧縮率が高くマッハ数10が

大きい状態が実現している （Gatski and Bonnet 2013 ; Sellwood 2014） ので，このような拡張

を試みることは十分に意味のあることである。

レイノルズ平均法による渦粘性モデルで圧縮性流体を扱うときは，速度の揺らぎの他に密

度の揺らぎも考慮しなければならない。数値計算法との絡みで，密度重み平均 （または

Favre 平均） という量のまわりの揺らぎをとる方法が開発されている （Yoshizawa 1986 ;  

Gatski and Bonnet 2013 ; Germano et al. 2014）。このとき，密度の揺らぎを含む速度揺らぎの

高次の平均が次々と現れるという新たな完結性問題が生じるので，それを打ち切るための仮

定－モデル化－をして，方程式を有限の数に収める。これらの方程式が力学的に辻褄が合っ

ているかはまた別の問題である。

我々の変分法の立場では，圧縮性は次のようにして定式化される。通常の圧縮性流体の方

程式は，N-S方程式で∇∇ ⋅ =u 0 の条件を外し，圧縮膨張効果を線形近似した運動方程式

∂
∂

+ ⋅ = ⋅ − +
t

pu u u�� �� ���� 1
�

f

で与えられる。ここで対称粘性応力テンソルσ ij は

� � � ��

� �

ij j i i j ij ij

j
i ij

u u

u

= ∂ +∂ − ⋅






+ ⋅

⋅( ) ≡∂ =

2
3

2

�� ��

�� ��

u u

�� jj j+ +






∂ ⋅� �

3
�� u

である （Landau and Lifshitz 1595）。これと質量保存条件

∂
∂

+ ⋅( )=
t
� ��� u 0

を組にして流体運動に適用するのが最も簡単な方法である。

10 静止媒質中の物体の速度を音速で割った値。マッハ数が 1を超えるといわゆる衝撃波が生じる。衝撃
波の前面を境に，媒質の温度，圧力，密度が急激に変化する。
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　結局，圧縮性流体では新たに ∇∇ ∇∇ ⋅( )u という項が運動方程式に付け加わる。DEVMの立

場では，この項を変分原理から導くラグランジュアン密度をΦ, ∇∇ , σσ から作りたい。答は，

c4を実数として

( ) ( )( )2 2†4
com

iL Tr Tr
8
c= ⋅ - ⋅    

である。これをこれまで扱ってきた非圧縮性流体のMDEVMに付け加えれば，最も簡単な

圧縮性流体のMDEVMになる。Takahashi （2017b） はこのモデルを薄い回転円盤に適用し，

流体の回転曲線として，遠方で一定になるものとケプラー運動を記述するものの 2種類が可

能であることを見出している。前者は渦巻き銀河 （Rubin and Ford 1970 ; Roberts and Rots 

1973 ; Sofue and Rubin 2001），後者は原始惑星雲 （de Gregorio-Monsalvo 2013 ; 百瀬 2017） 

の運動に対応するものである。

10.　テンソルの導入とレイノルズ応力

前節で，2行 2列のスカラー複素行列場Φを用いて乱流の平均場理論としてのMDEVM

を不変性の要求を課すことで数学的に構成した。GL(2,C)の要素としての Φは複素スカラー

場と複素ベクトル場の成分に分解され，それぞれ複素渦粘性場と複素速度場という意味を持

つ。

次に問題となるのは，複素テンソル場を導入したら何が起きるかということである。この

問いは，乱流の理解にはレイノルズ応力や変形速度のようなテンソルが必要であり現象論的

渦粘性モデルにはこれらのテンソルが自然に現れるが，MDEVMには含まれていないこと

からごく必然的なものであろう。数学的に導入されたテンソルは乱流物理の何に対応しうる

のかを考えるのがこの節の目的である。

10.1.　複素ベクトル行列

回転のもとでテンソルとして振る舞う複素場の （i, j） 成分を Rij で表す。i, j は 1（ = x） から

3（= z） の値をとる。Rijは並進とガリレイ変換および空間反転のもとで不変であるとする。

これから次のような 2行 2列の複素ベクトル行列場をつくることができる :

R Ri ij j i j jiR R= =σ σ, 

TrR TrRi i= = 0



流体力学における変分原理と乱流の平均場理論

51

ここでも，同じ項中の繰り返し添え字は和をとることを意味する。この R i と R i はもちろ

ん独立ではないのでどちらか一方だけを使ってモデルを構成できるはずである。その際に，
MDEVMを構成したときと同じ不変性の要求を課す。

　ガリレイ変換で不変なラグランジュ微分を変分原理によって与える PAとしては，

� �u ×�� のとき，等式

u ⋅ { }⋅�� ��R Ri i� �1
2

�� ,

から，単純には，

【例 1】

( ) ( )

{ } { }

* * * * *
R,Ld

† † † † †

1 1
4 4

1 1 1Tr R R R , R R , R
2 8 8

ij ij ij ij ij ij

i i i ii i

A i R R R R R R d

i d





æ ö÷ç= + + ⋅ - ⋅ + ÷ç ÷çè ø
æ ö÷ç= + ⋅ - ⋅ + ÷ç ÷çè ø

ò
ò

u u u u 

   



   

d d dtτ º r が考えられる。繰り返しの指標について和をとるものとする。この PAの変分を

Rij
* についてとると，uの実部を

v≡ +( )=1
2

u u u* Re

とおいて，

R R Rij ij ij+ ⋅ + ⋅v v∇∇ ∇∇1
2

となり，非圧縮性∇∇ ⋅ =u 0 のときのみラグランジュ微分に一致する。第 3項もガリレイ変

換で不変であるが，この項があるべき物理的理由は無い。しかし，ここでは非圧縮性流体を
考えるので，この点で特に問題は生じない。

例 1の PAは一見いささか複雑である。すぐに思いつくのは，これを単純化した

【例 2】

† † † †
R,Ld

1 1 1Tr R R R R R R
2 4 4

i i i ii iA i dæ ö÷ç= + ⋅ - ⋅ ÷ç ÷çè øò      

を用いることであろう。これの †R iについての変分をとると

( ) ( )† † †1 1 1 1 1 1R R R R R R
2 4 4 2 4 4

i i i i i i+ ⋅ + ⋅ = + + ⋅ + ⋅             

に比例する項が現れる。場を実数にすると，� �u ×�� のときこれは成分について
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R R R R iRij ij ij jkl l ik ij j+ ⋅ + ⋅ + +u u�� ��1
2

1
2
� � �

を与える。ここでωω は渦度

� �j jkl k lu= ∂

である。最後の項は虚部なので 0でなければならない :

Rij jω = 0

前節で考えたような平行板乱流では ω ωx z= = 0, ω y ¹ 0 であるから，この条件は Ryy = 0

を与え，レイノルズ応力とは別の量となる。後で述べる理由もあるので，この節では例 1を

取り上げる。

　 Rij を δ δu ui j に対応するものと考える （そのように考えて良いか否かは実験との比較で

決められるべきものである）と，平均流 uと Rijの相互作用として，N-S方程式の移流項に

起源を持つ ¶kvjRik + ¶kviRkjの形のものも運動方程式の中に現れるはずである。そのような

項を変分原理で生む PAとしては

A i R R R c c dij k j ik k i kjR,adv = ∂ +∂( )−( )∫ * * * . .v v τ

を考えることができよう。実際， Rij
* について変分をとると

∂ +∂ + ∂ + ∂k j ik k i kj ik j k kj i kR R R Rv v v v* * * *

となり予想通りの項が現れるが，この場合最後の 2項のお釣りも生じる。これは既に述べた
作用反作用効果の現れなので，そのまま残しておく。AR,adv を行列場を使って表すと

( )( )

( )( )

{ } { }( )

{ } { }( )

* * *
R,adv

† * † *

† * † *

† † † †

Tr . .
2

Tr R R . .
2

Tr , R , R . .
4

Tr R , R R , R . .
4

ij k j ik i kj

k ik kji j

k j j ik k j j kii i

j j j ji i i i

iA R R R h c d

i R R h c d

i R R h c d

i h c d

  



    

  

= ¶ + -

= ¶ + -

= ¶ + ¶ -

= ¶ + ¶ -

ò

ò

ò

ò





 





 

 

となる。ここで，� ���≡( ) / 2 はエルミット行列である。最後の式は，将来，行列 Riを

GL(2,C)で閉じるように拡張するときに有用になるが，当面の議論では第 1行目の表現を用

いる。他の相互作用を考える場合も，同様に Riではなく Rijを用いることにする。また，
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Φの成分 Reφ , υυも 2Re� = ( )Tr � , 2�� ��= ( )Tr � より，それらを直接用いて不変 PAを書き

下してよい。

AR,advで † の変分をとってみると

− ∂ +( )



 + ∂ +( )





i R R R i R R Rk j ik i kj ij k ij j ik i kj
2 2

σ σ σ σ* * *

という項がΦの運動方程式に付け加わることが分かる。しかし Rijが実数の時これは 0であ

る。すなわち，上のモデル構成ではエルミット行列Φを用いたため， † の変分によって得

られる uと φ の運動方程式は，実数空間では R場の影響を受けない。このことから，Rを

考えるときは uとϕ は Rを含まないMDEVMの段階で既に与えられたものと見なすことが

できる。これを取り上げた理由である。

これから残りの相互作用項を組み立てる。使うことのできる回転不変，ガリレイ変換不変

因子はスカラー行列だけからなる Tr Tr Tr�� � ��� ��⋅( ) ( )�� , ,
2
に加えて

Tr R Tr R , Tr R Tr Ri i i i i i i i� �( ) ∂( ) ∂( ) ( )( ), , ,
2

� ���
2


などとその複素共役である。 †  はΦに含まれるものとする。

Riの拡散は

A i R R d

i

k ij k ijR,dif Tr= +( ) ∂( ) − ∂( )( )







= +

∫4

2

2 2
� � �

� �

� *

Re �� �( ) ∂( ) −( )∫ k ijR c c d* . .
2

で表されるだろう。次数の低いその他の可能な不変相互作用として考えられるのは

　　 A i g R g R c c dkk ijR
1

0

2

1

2

2
( ) = ( ) + ( ) −( )∫ * * . . τ

　　A i g R c c d i g f R c c di j ij j i ijR Tr2
2 2

( ) = ∂( )( ) = ∂ −( )∫ F � �� � � �* *. . Re . .∫∫

　　A i g g R c c d i g gi j ij iR Tr Tr3
3 3 3 3

4
( ) = ′( ) ∂( )( ) = + ′( )∂∫ �� � � �� � �* . . Re vv j ijR c c d* . .−( )∫ �

　　A i R c c d i g R c c dkk kkR
4

4
2 2( ) = ( ) −( ) = ( ) +( )( ) −( )∫ ∫� �� �� ��� * *. Re .� � �v ,

　　 A i g R c c d i g Ri j ij i j i j ijR Tr5
5 5

2
( ) = ∂ ∂ −( ) = ∂ ∂ +∂ ⋅∂( )∫ � � * . Re Re� � � �� �� ** .−( )∫ c c d� .

である。ここで，結合定数 gi, i = 0～5と ¢g3 は実数である。 M ���( ) は�� � の関数で，ここ
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では最も簡単な

M g g�� �� �� ��� � �( ) ( ) = ( ) +( )( )4 2
4

2 2

2
Tr Re� v

を採用している。

AR
1( )は R場の慣性項である。 AR

2( )は，体積力，圧力などの外力と粘性力による R場の生

成消滅を記述する。他の可能な相互作用のかたちは，比較的簡単なものを 3次まで AR
3( )  ～

AR
5( )に与えた。 AR

4( )は Rとの等方な相互作用を与える。 AR
3 5,( )の相互作用は非等方で，壁効

果を記述する。

AR,advから AR
5( )までを全て足しあげて全 PAとする。スカラー行列の場合と同様，変分原理

から得られた方程式で全ての場を実数としたもの－したがってυυ =u , † =  , R Rij ij
* = －が

物理的に意味がある運動方程式である。非圧縮性の条件の下で Rijの運動方程式－R方程式

と呼ぼう－は

　 �R R u R u R R g R g Rij ij k j ik k i kj ij ij kk ij+ ⋅ =−∂ −∂ + +( )( )− − −u �� �� ���� � �0 1 gg fj i2
� ∂ �

　　　　　　　 − + ′( )∂ − ( )− ∂ ∂ +∂ ⋅∂( )g g u M gi j ij i j i j3 3 5� � � ���� u u .

添え字の繰り返しは和を意味する。

10.2.　対称成分と反対称成分

　‘R方程式’は iと jに関し対称でない。対称成分と非対称成分 S R Rij ij ji≡ +( ) / 2 と

A R Rij ij ji≡ −( ) / 2  は

S S u S u S S g S g Sij ij k j ik k i jk ij ij kk ij+ ⋅ =−∂ −∂ + ⋅ +( )( )− −u �� �� ���� � �0 1 − ∂ + ∂( )− + ′( ) ∂ +∂( )− ( )− ∂ ∂g f f g g u u M gi j j i i j j i ij i
2

3 3 5
2

1
2

 � � � � ���� jj i j�+∂ ⋅∂( )u u

　　　　　　 − ∂ + ∂( )− + ′( ) ∂ +∂( )− ( )− ∂ ∂g f f g g u u M gi j j i i j j i ij i
2

3 3 5
2

1
2

 � � � � ���� jj i j�+∂ ⋅∂( )u u ,

A A u A u A A g Aij ij k j ik k i jk ij ij+ ⋅ =−∂ +∂ + +( )( )−u �� �� ���� � 1

　　　　　　　　+ ∂ − ∂( )− + ′( ) ∂ −∂( )g f f g g u ui j j i i j j i
2

3 3
2

1
2

 φ φ φ .

という方程式に従う。我々の関心は，Sijはレイノルズ応力に対応するか，Aijの意味は何か，

にある。

uiと Sijの勾配，及び Sij自身が十分小さく，それらの 2次以上の項を無視できると仮定し

よう。すると Sijの式は
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− ≈ ∂ + ∂( )+ + ′( ) ∂ +∂( )+S g
g

f f
g

g g u u g
g

ij i j j i i j j i ij
2

1 1
3 3

0

12
1

2
 � � � � SSkk

となる。Sijの非対角成分に対しては，この式はブシネスクの式に似ている。すなわち，g3

が 0でないとき，φ は渦粘性モデルにおける渦粘性と同様の役割を果たすことが期待される。

ただし， f を固定したとき回転対称性を破る右辺の第 2項は，外力と有効粘性の直接の作用

でも Sijが生まれることを表している。この意味で，この式はブシネスク仮説を一般化した

ものになっている。

同様に，Aijについて

A g
g

f f
g

g g u uij i j j i i j j i≈ ∂ − ∂( )− + ′( ) ∂ −∂( )2

1 1
3 3

2
1

2
 φ φ φ

という関係が得られる。右辺は意味は不明の第 1項と，渦度を表すと考えられる第 2項の和

になっている。データと合わせると，対数領域から中心領域にかけて第 2項の渦度項の方が

大きいことが次節で分かる。よって，その領域で Aijは実質的に有効粘性で補正された渦度

を表すと考えられる。

　Sijの対角成分を全て足し合わせて（乱流運動エネルギーを表すと期待される） K º  

Siiiå / 2を考える。一様乱流を想定し，Sij は空間的に一定とする。この条件に合うように，

速度場と粘性場について u w ri ij j=  および φ = s ri iを仮定する。wijが速度勾配の強さと方向

を表す。すると

� �K S w g g K g g w g
ij ij ij=− − +( ) − + +( )− ⋅3 3

2 2
0 1

4 5 2 2 2s sf

を得る。他方，レイノルズ方程式から得られる対応する方程式は

K u u w Ki j ij
R R( ) ( )=− − ( ) + ⋅� � � � � ��� u u

2
f

である。ここで指標（R）と記号 δ はそれぞれレイノルズ方程式と乱流揺らぎを表す。この

二つの式を比べると，右辺第 1項を対応させて Sijが速度勾配とレイノルズ応力による乱流

エネルギー生成を表すと考えることができそうである。式の式の右辺第 2項はエネルギー散

逸率を表すが，その上の K式ではこれを K，速度勾配，粘性勾配で表すことができると仮

定している （3g0 + g1 > 0 の条件の下で）。 また，最後の項を比べると，一見 δ f が f に比例

し δuが粘性勾配に比例するような揺らぎ成分が主であると仮定していることになりそうで

ある。しかし，平行板乱流ではこれは事実にそぐわない。 δ δf × u も速度勾配と粘性勾配の

強さで表すという近似を取っていると見なすほうがまだ良さそうである。 
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R方程式とレイノルズ方程式の大きな違いは，後者が 3次モーメント項の存在によって

閉じないのに対し，前者は自動的に閉じていることにある。MDEVM のある程度の成功が

方程式が力学的に閉じていることにあるのなら，R方程式である程度の成功が期待できる。

本当にそうかを平行板乱流で見てみよう。 

10.3.　平行板乱流

前節で構成したモデルを平行板乱流の空間構成に適用してみる。我々は，Rij と δ δu ui j と

の関係に関心があるので，後者について知られている事を図 11に提示しておく。この実験

は Re = 3300での直接数値シミュレーションの結果 （Kim et al. 1987） と良く整合しているこ

とが知られている。

平均流方向の速度変動が最も大きくまた壁近傍で鋭いピークがある。他方，壁に垂直な方向

の変動が最も小さく， δ uy rms, はその中間の値をとる。直接数値シミュレーション（Kim et 

al. 1987 ; Abe et al. 2001 ; Dharmarathne et al. 2015） によれば，平行板の中間点では，平均流

に垂直な 2方向の速度変動はほぼ同じになるが，流れ方向の速度変動はそれよりも大きい値

をとる （木田・柳瀬 1999）。

平均流を u =( )ux , ,0 0 とする。平行板間隔の半分を単位として距離 yを測ると 0 1£ £y で

ある。y=0に壁の一つがあるとする。空間対称性より

S S S Sxz zx yz zy= = = = 0

図 11.　平行板乱流（Rec = u dc /ν = 3755）でのδ δu ui rms i,

/

= 2
1 2

の実験値 （西野・笠木 1990）。
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としよう。Sij の座標依存は y-依存性だけと仮定すると，残る対角成分と Sxy が従う方程式は

�� �+( ) ′( )′ − ′ − − − ( )=S u S g g S Mxx x xy xx2 00 1� ��� ,

�� � �+( ) ′( )′ − − − ( )− ′ + ′( )=S g g S M g uyy yy x0 1 5
2 2 0� ��� ,

�� �+( ) ′( )′ − − − ( )=S g g S Mzz zz0 1 0� ��� ,

�� � � �+( ) ′( )′ − ′ − − ′− + ′( ) ′ =S u S g S g f g g uxy x yy xy x x1
2

3 3
2

1
2

0 ,

�� � � �+( ) ′( )′ − + ′+ ′ =A g A g f g uxy xy x x1
2 3

2 2
0 .

である。ダッシュは yに関する微分を表す。また， S S Sxx yy zz+ + ≡Σ とした。 

これらの方程式が，図 11の実験結果を再現するようなパラメータ値はあるだろうか。こ

の問題を，Syy, Szz, Sxyおよび Σ について考えることにする。 

前の論文（Takahashi 2017）で MDEVMを解析するときに，無次元の粘性関数を 

� � �º / 0 によって定義した。 ξ0 は速度の次元を有するパラメータで φ のポテンシャルの極

小を与えるものであった。こうすると我々が関心のある物理現象についてはϕ <1 となる。

ついでに，便宜上速度場についても 

u ux x®ξ0

として uxを無次元にしておく。方程式を ��0 で割って

� �
�

� �+( ) ′( )′ − ′ − +( ) − ′ + ′( )− ′ + ′( )=� �2 3 3 00 1 4
2 2

5
2 2u S g g g u g ux xy x x

� � � �+( ) ′( )′ − − − ′ + ′( )− ′ + ′( )=S g g S g u g uyy yy x x0 1 4
2 2

5
2 2 0�

� � �+( ) ′( )′ − − − ′ + ′( )=S g g S g uzz zz x0 1 4
2 2 0�

� �
�

� �+( ) ′( )′ − ′ − − ′− + ′( ) ′ =S u S g S g f g g uxy x yy xy x x
1

2
1
2

01
2

3 3


を得る。ここで

� � �� �� � � � �= = = = ′ = ′ =/ , / , / , / , / ,, , , ,0 0 1 0 1 0 2 2 3 3 0 3 3 4 5 4g g g g g g g g g g 55 0� �/

によって新しいパラメータを定義した。

実験（Laufer 1951 ; Nishino and Kasagi 1990）で知られている u yx ( ) は直接数値計算の結
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果 （Kim et al. 1987） とよく合っている。同時に，MDEVMでもよく再現できている。スケー

リングの性質より，これを普遍関数で表すことができる。普遍関数の近似式を付録 Cに与

えた。 ϕ y( ) もMDEVMにおいて数値的に確定している（Takahashi 2017）。以下での計算で

は次の近似式を用いる :

� �y y d( )≈ ( )0 6 2. sin /

Syy, Szz, Σ , Sxyを計算した結果を図 12に示した。 計算の結果は， y> 0 3. で実験とほぼ合って

いる。パラメータの値は図の説明に与えている。ただし，他のパラメータ値も可能である。 

Syyと Szzは y=1での同じ境界条件で求められた。両者の違いは g5項があるかどうかにあ

る。Szzが全体的にデータと合っているのは，Szzが壁からの影響を受けにくいことによるの
だろう。

10.4.　高次効果

Σ と Syyのレイノルズ応力からのずれは y<0 3. で著しい。このことは，我々のモデルが

壁効果を正しく取り入れていないことを意味する。図 12より，Sxxと Syyの速度勾配との相

互作用を取り入れることでこの食い違いが改善されると思われる。最も簡単な相互作用とし

て iF R iG Rij k i k j ij i j�� ��� �( ) ∂ ∂ ( ) ∂ ∂* *, Re Rev v � � , iH Rij i k j k�� �( ) ∂ ∂* v v とそれらの複素共役が候

補としてあげられる。ここでは次のようなものを考える :  

図 12.　 解（実線）の例。パラメータ値は g0 6 67= . , g1 50= , g fx2 142 =− , g3 40= , ′ =g3 39 , 

g4 1 7=− . , g5 1 5=− . , λ = 7, η =1。境界条件は y=1 で S Syy zz= = 0 36. , Σ =1 5. , 

′ = ′ =S Syy zz ′ =Σ 0, Sxy = 0, ′ =Sxy 0 78. 。左図 : 記号は Nishino and Kasagi （1990）の

Rec = 3755のデータで， δu 2 （円）， δ uz2 （四角）および δ uy2 （十字）を表す。右図 : 円
はWei and Willmarth （1989）から取ったもので Rec = 2970でのδ δu ux y を表す。
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F g G g= ( ) = ( )6
2

7
2

�� ��Re , Re� �

それぞれ Sxxと Syy.に大きな壁効果を与えると考えられる。これに伴い， Σ と Syy.の式は次

のように変更される :  

� �
�

� �+( ) ′( )′ − ′ − +( ) − ′ + ′( )− ′ + ′( )−� �2 3 30 1 4
2 2

5
2 2u S g g g u g u gx xy x x 66

2 2
7

4 0′ ′ − ′ =� �u gx

� � � � �+( ) ′( )′ − − − ′ + ′( )− ′ + ′( )− ′ =S g g S g u g u gyy yy x x0 1 4
2 2

5
2 2

7
4 0�

ここで g g6 7 6 7 0
3

, , /= � �。これに Szzと Sxyの式を連立させて解いた結果が図 13である。 パラ

メータ値は図の説明中に与えている。予想通り，データと良く合う領域は壁に向かって広く

なっている。Sxyには目に見えるほどの変化はないのでここには示していない。

　ここまでの解析で，対称テンソル Sijは平行板乱流で実験的に知られているレイノルズ応

力の振る舞いを半定量的に再現することが分かった。ただし，壁付近では問題が残されてい

る。 

　最後に，反対称テンソル成分 Axyの振る舞いを図 14に示す。ここでは，y=1で A Axy xy= ′ =0 1 3, .

A Axy xy= ′ =0 1 3, . という境界条件を用いている。前節で予想したように，壁から離れたところで Axy

はほぼ渦度に比例すると見てよい。 （ただし，Axyの振る舞いは境界条件に敏感に依存する。

もしも A Axy xy= ′ = 0という条件を採用すると， 0 3 1. < <y で絶対値が非常に小さい値をと

る。）

図 13.　 新しい g g6 7, 項を加えたときの計算結果。曲線と記号の意味は図12と同じ。用いたパラメー
タは g0 6 67= . , g1 50= , g fx2 120 =− , g3 40=− , ′ =g3 39 , g4 1 8=− . , g5 1 5=− . , g6 4 6= . , 

g7 90= , λ = 7 , η =1。境界条件は図 12と同じ。
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11.　ま　と　め

本稿では，変分原理に基づいた乱流の場の理論を構成する方法について論じた。発端は「渦

のパラドックス」（高橋 2015a） の解決のヒントを与えた粘性反転不変性にある （高橋 

2014b）。乱流研究の主導的方法を顧みても粘性を場とみなすことは自然なのだが，本稿では

力学の基本原理に背くことがない粘性場と流れの相互作用を見つけることで，粘性場の理論

を構成できるか否かを検討した。

力学的に辻褄のあった理論は変分原理に基づいて構成できる。無粘性流体の変分原理は昔

からよく知られていた。ただし，その発見の歴史は単純ではない。まず非回転的流れについ

て （Eckart 1938），次いで 25年後に一般の流れについて（Lin 1963） の変分原理が見つかっ

たのである。

これに反し，粘性流体の力学は標準的な変分原理と相容れない。数学的興味から確率論的

構成法が議論されているが，N-S方程式の決定論的性格との整合性が無く，自然現象への適

用の利便性も殆ど無いように見える。

N-S方程式を，拘束条件を巧みに使って変分原理から導くことができる（Fukagawa & 

Fujitani 2012, Yourgrau & Mandelstam 1968）。ただし，その場合の変分は有効 Actionの全微

分にはなっていない。導出の手続きも，オイラー方程式のときのように，少々込みいってい

る。

本論文では，まず N-S方程式の変分原理を標準的方法－Action = 運動エネルギー − 位置エ

図 14.　 Axyの例（実線）。境界条件は y=1 で Axy = 0 , ′ =Axy 1 3. 。モデルパラメータは図 12と同じ。

-ωzと記した点線は g g u gx3 3 12ϕ+ ′( ) ′ / を表す。



流体力学における変分原理と乱流の平均場理論

61

ネルギーとする－とは異なる仕方で構成した。具体的には，Actionを構成するのにラグラン

ジュ未定乗数法と密接に関連する方法を用いたということである。それを pseudoaction （PA） 

と呼ぶことにした。ただし，原始的なラグランジュ未定乗数法ではなく，実ベクトル場を複

素場に拡張し，3成分ベクトル場を GL(2,C)の要素 =2行 2列の行列として統合するという

方法を採用した。これにより，N-S方程式が対称性を満たす変分原理から導かれるのみなら

ず，スカラー場を数学的に自然にかつ無理なく導入する道筋がつけられた。導入されたスカ

ラー場は輸送方程式に従う。

スカラー場を含む行列場を用いて，PAにはさまざまな相互作用項を新たに付け加えるこ

とができる。それらの項は，流体運動の一般的性質を考慮しながら決めることができる。そ

のなかで最も単純な構造の PAを用い，変分原理を適用して運動方程式を導くと，それは乱

流を記述する現象論的な渦粘性モデルとよく似た構造を持っていることが判明した。スカ

ラー場は基本的に渦粘性と同じ役割を果たすのである。新しく得られたこの力学系を最小渦

粘性平均場モデルMDEVMと名付けた。MDEVMの構造は，従来の渦粘性モデルに比べ非

常に単純であるにも関わらず，実験室で観測される平均現象をよく再現する。平均速度場の

普遍性については，カルマン定数が境界条件に依存することも，我々のモデルの中で判明し

た。また，圧縮性の回転流体に適用すると，観測された銀河の回転曲線や原始惑星雲の

Kepler運動を矛盾しない結果が得られることも，MDEVMが正しい方法論を提供している

ことを示唆するものである（Takahashi 2017b）。

ただし，MDEVMは初めから平均場を用いているため，レイノルズ応力を計算すること

はできない。一つの方法はレイノルズ方程式を援用することであり，そうするとやはり実験

と整合する結果が得られる （Takahashi 2016）。

レイノルズ応力を扱うために，テンソルから GL(2,C)に属するベクトル行列場をつくり，

PAを構成することが考えられ，実際それは形式的に可能であることを 10節で示した。平行

板乱流の簡単なモデルについてテンソル場の運動方程式を解いてみると，テンソル場はレイ

ノルズ応力に対応させることができることが分かった。ただし，レイノルズ応力そのもので

はない。また，10節で導入したベクトル行列場はGL(2,C)の中で閉じないという不満が残る。

したがって次のように GL(2,C)の中心を有するようなモデルの拡張が必要となるだろう :

R i i ij jR= +� �

Riが空間反転の固有行列とすれば，Rijが空間反転について偶なのでωω も偶－擬ベクトル

－である。流体運動では例えば渦度がそのような性質を持っている。レイノルズ応力の相互

作用から平均流の渦度とは別の渦度が生じるというのはもっともらしく，このとき R方程
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式がどのような解を与えるかは興味深い。これも将来の課題である。GL(2,C)の中心がある

場合の運動方程式の形を付録 Dに与えておく。

こうして，乱流の平均場理論を変分原理から構成することはできそうであることが分かっ

た。このときに指針となるのは，理論の対称性－回転不変性とガリレイ変換不変性－であっ

たが，本稿で述べた構成法に従えばこの点は自動的に保証される。PAの各項を NS方程式

から導き出すことができれば一番望ましいのだが，これは非常にむずかしい。

残された問題の一つは，上に述べたように，渦度場を基本量とする平均場理論をつくれる

かということである。乱流が渦度によって支配され決定されるらしいことを思えば，これは

最も興味ある問題である。

計算された平均場が安定かどうかも気になるところである。もしも不安定ということがあ

れば，位相空間上の不安定領域を特定しなければならない。これは困難であるが興味深い問

題であろう。また，他の系への適用が可能かも調べる必要がある。例えば 2重円筒のテイラー

乱流が（M）DEVMで記述できるだろうか。

MDEVMで導入された行列場は，スカラー場が空間反転に対して符号を変えないとすると，

定まったパリティを持たない。符号を変えると定義するとパリティの固有関数になるが，3

次の相互作用項－第 9節の L（3）－がパリティを破る。これは，MDEVMが N-S方程式と質

的に異なるところである。このことは，乱流の本質と関係があるのだろうか。

我々の PAの方法では，初めにすべての場の量を複素数と見なす。虚部は運動方程式を導

くための補助的な変数とされ，最終的にはこれを 0にする。虚部は凝集的で一見非現実的だ

からである。しかし，元の正準方程式には虚部も実部と対等に現れるので，このことは理論

の対称性を手で破ることを意味し，いささか気持ちが悪い。本当は虚部にも物理的な意味が

あり，それを見つけることができていないだけではないのか。もしもこの問題が肯定的に解

決されれば，PAの方法は全く新しい展開を見せることになるだろう。

付録 A　粘性係数の分子運動論的説明

ここでは，粘性および粘性係数の分子運動論的な説明をまとめておく。教科書（多田 

1967 ; Sears 1972）にあるように，粘性係数は速度が空間依存的であるとき，流体のある部

分が相互に及ぼし合う力が速度勾配に比例するとしてその比例係数のことをいう（例えば，

谷 1967）。図 A1では，水平の流れの底に静止した板が置かれていて，流れ方向に力を受け

ている様子を描いている。流体も遅い部分は速い部分から引っ張られる。速い部分は遅い部

分から引き戻される。
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生じる力が速度差に比例するとしてその比例係数を粘性係数という。板が単位面積あたり

受ける x方向の力を τ 0 とすると，今の場合

� �0 = du
dy

であり，この µ が粘性係数である。

底面が y y= 0のところにある，底面積が Sで高さが lの柱を考える。面 Sを単位時間に下

から上に（または上から下に）貫く分子の数を Nとする。非常に粗く見積もって，それら

の分子の x方向の速度はすべて u y ldu dy0( )− / （または u y ldu dy0( )+ / ）程度とすると，差

し引き

∆P Nlm du
dy

= 2

の運動量の変化が考えている柱に生じる。ここで mは分子の質量である。単位時間に生じ

る運動量の変化が力であるから� 0 = �P S/ であり，これと上の 2式を比較して

µ = 2N
S

lm

となる。 N S/ は単位面積を貫く分子の数である。全運動量は保存するので，作用反作用の

法則は厳密に成り立っている。

話をさらに簡単化して，全分子の 1/3が y方向に速さ c －平均速度と考えるのが適当－で

揃って動いていてそのうちの半分が下から上に運動しているとすると

図 A1.　x方向の流れの速さ uに y依存性がある場合。
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N
S

nc=
6

である。したがって

µ = 1
3
nlmc

これらの分子が全て柱から出る（または入る）には lを平均自由行程程度としなければなら

ない。より厳密な見積もりでは係数 1/3は 1/2で置き換えられる。最後の式は，ニュートン

力学の第 2法則と統計を考慮して導かれたことに注意せよ。

付録 B　円筒座標系におけるMDEVM方程式－粘性流体－

∂ + ∂ + ∂ + ∂ − =− ∂ − ∂ +t r r r r r z z r r r ru u u u
r

u u u u
r

p f�
�

� �
�

2
21

2
1

　　+ ∂ ∂( )+ ∂ ∂( )− ∂ − ∂ +( )+∂ ∂c
r

r u
r

u u
r r

u u ur r r r r z z r3 2 2 2
1 1 2� � � � �� �

�
� � � (( )












+ ∂ ⋅c r4 �� u ,   

∂ + ∂ + ∂ + ∂ + =− ∂ − ∂ +t r r z z
ru u u u

r
u u u u u

r r r
p f� �

�
� � �

�
� � ��

�
1
2

12

　　+ ∂ ∂ + ∂ ∂( )+ ∂ + ∂ −( )+∂ ∂c
r

r u
r

u u
r r

u u ur r
r

r z z3 2 2 2
1 1 2( )� � � � �� � � � � � � �(( )











+ ∂ ⋅c

r
4

1
��� u , 

∂ + ∂ + ∂ + ∂ =− ∂ − ∂ +t z r r z z z z z z z zu u u u
r

u u u p f�
� �

�
1
2

12

　　+ ∂ ∂( )+ ∂ ∂( )+∂ ∂( )










+ ∂ ⋅c

r
r u

r
u u cr r z z z z z z3 2 4

1 1� � �� � �� u ,       

∂ +∂ ( )+ ∂ ( )+∂ ( )= ∂ + ∂ + ∂ +∂





t r r z z r r zu

r
u u

r r
� � � � �� � �

1 1 1
0

2
2
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0
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　　− ∂( ) + ∂( ) + ∂( ) + ∂ −( ) + ∂ +( ) + ∂(c u u u
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u u u u ur r r r z r r z
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2
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1

θ θ θ θ θ θ ))( )


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







2

 − ∂( ) + ∂( ) + ∂( )( )c u u uz r z z z
3 2 2 2

2
θ .

付録 C　平行板乱流における平均速度場の経験式

無次元座標ζ = y d/ 2 の領域を 3つに分け，平均速度場ζ = y d/ 2 を考える。
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i）　粘性底層＋遷移領域 ζ ζ£ 1 :  

u A Aζ ζ( )= ( )sin / .

ii）　遷移領域＋対数領域ζ ζ ζ1 2£ £ :  

u B Cζ ζ ζ ζ( )= +( ) − − −( )( )



2 4 5 5 1 1. ln . exp .

iii）　中心領域 ζ ζ ζ2 £ £ max :

u D Eζ ζ ζ( )= − −( )max
2

.

u ζ( ) が C1級であることを条件として課すと，A, B, C, D, Eに対する以下の条件式を得る。

B A A A Fl( )= − ( ) ( )1 1 1sin / /ζ ζ ,

C A
A B A

B A Fl
( )=

( )−( ) − ( )( )
( ) ( )

cos / . /ζ ζ

ζ
1 1

1

2 4 1
,

D A Fl B A C A E A( )= ( ) − ( ) − ( ) −( )



( )+ ( ) −( )ζ ζ ζ ζ ζ2 2 1 2

2
1 exp max ,

E A B A Fl C A C A( )=
−( )

+ ( ) ( ) ( )− − ( ) −( )1
2

2 4 2 4
2 2

2
2

2 1
ζ ζ ζ

ζ
ζ

ζ ζ
max

. . exp 





















 .

ただし

Fl ζ ζ( )= +2 4 5 5. ln .

である。本文では次の数値を用いた。

ζ ζ ζ ζ1 210 2 450 15= = = =, / , , .max max A

付録 D　スカラー・ベクトル系の運動方程式－ϕ , ωω がある場合－

10.1節のモデル【例 1】で GL(2, C)の中心ϕ , ωω がある場合を考える。

　ラグランジュ微分項を与えるラグランジュアン密度は，本文で述べた

{ } { }† † † † †
R,Ld

1 1 1Tr R R R , R R , R
2 8 8

i i i ii iA i dæ ö÷ç= + ⋅ - ⋅ + ÷ç ÷çè øò       

で，本文で述べたようにΦ運動方程式は変わらず，R運動方程式への寄与は

{ } { }† †1 1R , R , R
2 4

i i i  + ⋅ + ⋅ +    
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である。�= +� �uj j , R i i ij jR= +� � を代入して場を実数として， 1, σσ( )を基底としたとき

の展開係数を求めると（変分で表れる実部だけを残して）

�� : 



� � � � �

� �

i i j ij i j ij

ij ij j i

R R

R R R

+ ⋅ + ∂ + ⋅ +∂( )

+ ⋅ + ∂ + ∂

u u

u

�� ��

��

1
2

1
2

: jj i ijR�� + ⋅( )�� u

となる。
　本文では PAに次の移流項も導入した :

{ } { }( )† † † †
R,adv Tr R , R R , R . .

4
j j j ji i i i

iA h c d  = ¶ + ¶ -ò   

Φ, R i に中心 ϕ , ωω を導入して得られる関係式

{ } { }† * * † * *R , 2 2 , R , 2 2j i j ij j i j jii iR R     = + = +

を代入して

( ) ( )( )* * † * * †
R,adv

1 Tr R R . .
2

i j ij j i j ji ji iA i R R h c d    = + ¶ + + ¶ -ò  

積分記号内括弧の第 1項は

1
2

Tr +

=

� � � � � �

� � �

i j ij j j k k i il l

ij j i i

R R

R

* * * * *

* * * *

+( ) ∂ +∂( )( )

∂ +

v

2 22�� ⋅ + ∂ + ∂v R R i Rij j k ik jkl i j k il
* * * *v v� �

同様に括弧第 2項は

1
2

Tr +

=

� � � � �

� � �

i j ji j k k i li l

ji j i i j

R R

R R

* * * *

* * * *

+( )∂ ( )

∂ + ⋅ +

v

2 2�� v ii j k ki jkl i j k liR i R* * * *∂ + ∂v v� �

それぞれの最後の項は，場を実数にしたときに運動方程式に寄与しないので無視しできる。

ωi
* , Rij

*で変分を取り，場を実数にする（したがってv®u）と，運動方程式への AR,advか

らの寄与としてそれぞれ

�� :

:

2 4

2

R R

R R

ij ji j i

j i i j j k k j ik i k

+( )∂ + ⋅

∂ +∂( )+ ∂ +∂( ) + ∂

� �

�� ��

�� u

u u u ++∂( )k i kjRu

という項を与える。
本文で扱われた他の PA項についても，参考のために拡張形を与えておく。そのために，
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中心がない行列に対する拡張後の次の関係式を用いる :

2 2 2 2
2 2 2 2

R R R Rii i i ii ij i ij= ( )→ ( ) = ( )→ +( )( )Tr R Tr R� , ��

そこで，PAと運動方程式 （EM） への寄与は

PA : 　　A i g R g R g R R c c dii ij ii klR
1

0

2

1

2

2

2

2
( ) = ( ) + ( ) + ( ) −( )∫ * * * * . . τ

　　　　　　
( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

2 2 2† † † †0 1 2

2 2 2* *2 * * *2 *
0 1 2

Tr R Tr R Tr R Tr R . .
2 4 2 4

+ . .
2

i ii i i i

ii ij ii ij

g g gi c c d

i g R g R g R R c c d

  



æ ö÷ç + + - ÷ç ÷÷çè ø

æ ö÷ç= + + + - ÷ç ÷çè ø

ò

ò  

��

��

:

:

g g R

R g R g R g R g R R

i ii i

kk ij ij ij ij kk i

1 2

0 1
2 2

2
2

� �

� �

+( )

+ + ( )( ) +2+ jj

同様に

PA :  A i g u g R c c di j iiR
2

4
2 2

5
2( ) → ( ) + ∂( )( )+ ( )( ) −( )∫ ��� � ��� * .  

ωi
*，Rij

*で変分をとれば運動方程式への寄与が得られる（本文に述べた理由により， ϕ とu

の変分を取る必要はない）。結果は

�

� �

:

:

0

4 5
2

4
2

R g g g uk l ij+( )( ) + ∂( )( )��

PA : A ig R R u c ci ij j k i il l k m mR Tr + +3 6

4
( ) → ( ) ( )∂ +( )( )( )∫ � � � � � � �* * * * . .� dd�

　　　　
= ∂ + ∂ + ∂ ∂ig R R u R Rij i j i ik k i i k k ij j k il l k

6

2
* * * * * * * *� � � � � � � � �+ 1

2
Tr uu c c d

ig R R R

m m

ij i j ij il

� �

� �

( )







= ∂ + ⋅ ∂

∫ � . .

* * * * *
6

21
2
�� �� u+ jj l ij ij k ku R R u c c d− ∂







∫ 1

2
* * . .� �

�� :

:

R

R R u u R u

ij j i

i j il j l l j ij k k

∂ + ⋅

∂ ∂ +∂( )− ∂

� �

� �

�� u

+

10.2節で行った Ryyの見積もりでは g2=0のモデルを用いた。このときは，Riにωω を含めて

も Ryyの方程式に変更はない。従って，10.2節での Ryyの結果に変更は生じない。
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